
Mathématiques

Des indécidables à portée de
main
Les énoncés dont on ne peut prouver ni qu'ils
sont vrais ni qu'ils sont faux semblent moins rares
qu'on ne l'imaginait : de tels « indécidables »,
redoutés par les mathématiciens, ont été trouvés
avec des problèmes portant sur de petites
machines de Turing.
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i un problème mathématique paraît assez
simple, comme « Est-ce que, pour tout entier
positif n, 4n4 + 1 est un nombre premier ? »,

le mathématicien ne doute pas qu'il saura le
résoudre. Bien sûr, d'un mathématicien à l'autre,
cette perception de ce qui est facile et de ce qui ne
l'est pas change, et plus un mathématicien est
compétent, plus nombreux sont les problèmes qu'il
est capable de classer en « facile » ou
« probablement difficile ».

Il se trouve cependant que même les meilleurs des
mathématiciens sont impuissants à évaluer la
difficulté de questions à l'apparence élémentaire.
Fermat n'avait certainement pas imaginé combien
il était difficile de démontrer qu'il n'y a pas de
solution à l'équation nq + mq = pq, où n, m, p
désignent des entiers positifs et q un entier
supérieur à 2. De graves obstacles sont dissimulés
dans des énoncés d'allure innocente. Les
problèmes les plus difficiles sont ceux qualifiés
d'« indécidables ». Un jeu utile et délicat est de
repérer les indécidables les plus simples dans le
but de mieux comprendre où cette apparition
d'obstacles graves risque de se produire. Identifier
où se niche leur absolue difficulté fait progresser
les mathématiques aussi bien que la résolution de
problèmes.

Qu'est-ce que l'indécidabilité ? Un énoncé est
indécidable dans une théorie donnée si celle-ci ne
peut ni démontrer l'énoncé, ni démontrer sa
négation. Bien sûr, pour établir que des énoncés
sont indécidables dans une théorie mathématique
donnée T, il faut avoir très précisément défini cette
théorie. Il faut aussi avoir acquis une maîtrise de ce
qui s'y passe et, en particulier, il faut pouvoir
prouver des théorèmes à propos des
démonstrations !

C'est la tâche de la logique mathématique, parfois
nommée métamathématique, puisqu'elle fournit
une compréhension mathématique des
mathématiques. Son développement aux XIX  et
XX  siècles nous a permis de comprendre
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