
Mathématiques

Indécidables utiles et
inutiles
Les affirmations sur la complexité sont souvent
indécidables. D'où l'idée d'en utiliser comme
axiomes pour limiter la désagréable
incomplétude de toute théorie mathématique,
découverte par Kurt Gödel il y a 80 ans.
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e qui est simple peut se dire en peu de mots
et donc ce qui est complexe en demande
beaucoup. Le hasard ne pouvant pas se

résumer, il est incompressible et fournit les objets
les plus complexes. Ces idées élémentaires servent
de fondement à la « théorie algorithmique de
l'information » ou théorie de la « complexité de
Kolmogorov ». Créée il y a 50 ans par le
mathématicien russe Andreï Kolmogorov et
quelques autres théoriciens, son importance se
confirme d'année en année : on l'utilise en
physique pour définir l'entropie, en biologie pour
concevoir des algorithmes de comparaison de
séquences, en psychologie pour mesurer la
capacité des humains à reconnaître et simuler le
hasard, etc.

En logique mathématique et en philosophie des
sciences, les multiples facettes de cette théorie
définissent ce qu'est une suite infinie aléatoire ou
une théorie complexe (voir la rubrique du numéro
de mai 2013 : « Qu'est-ce qu'un objet complexe ?
»). Nous verrons ici que des axiomes portant sur le
hasard et la complexité enrichissent une théorie
mathématique et augmentent son pouvoir de
démonstration. Cinq mathématiciens d'origines
variées, Laurent Bienvenu et Antoine Taveneaux,
de l'Université Paris 7, Andreï Romashchenko et
Alexander Shen, aujourd'hui à l'Université de
Montpellier, et Stijn Vemeeren, de l'Université de
Leeds en Grande-Bretagne, ont dans un article
récent fait avancer notre compréhension du hasard
et du rôle logique de la complexité.

Avant d'expliquer le détail de leurs travaux
rappelons que la complexité d'un objet numérique
(une suite finie s de 0 et de 1) est, d'après
Kolmogorov, la taille du plus court programme
d'ordinateur qui engendre s. On note cette taille
K(s) (elle dépend peu du langage de
programmation choisi). Une suite finie s de
longueur n est considérée comme aléatoire si elle a
une complexité de Kolmogorov proche
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